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Introdução

• Os painéis para T curto assumem que qualquer heterogeneidade
remanescente sobre as unidades de cortes transversais pode ser
controlada por meio de um intercepto aditivo (assumindo-se fixo ou
aleatório) e/ou adoção de erros robustos à heteroscedasticidade.

• Vamos ampliar a análise de dados em painel convencional ao
considerar a existência de coeficientes heterogêneos em modelos de
painel linear.
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Introdução

• Pretende-se mostrar que negligenciar tal heterogeneidade afeta a
consistência dos parâmetros estimados, assim como a análise de
inferência associada a tais parâmetros.

• Os procedimentos de estimação e inferência apresentados abaixo são
mais adequados para painéis com N e T grandes.
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Viés do estimador de MQO em painéis dinâmicos heterogêneos

Considere o modelo para um painel dinâmico:

𝑦𝑖𝑡 = 𝛼𝑖 + 𝜆𝑖𝑦𝑖,𝑡−1 + 𝛽𝑖𝑥𝑖𝑡 + 𝑢𝑖𝑡 (1)

onde 𝛼𝑖 , 𝜆𝑖 e 𝛽𝑖 são parâmetros que variam entre as unidades de cortes
transversais 𝑖 do painel. Assuma 𝑥𝑖𝑡 como sendo estritamente exógeno.
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Viés do estimador de MQO em painéis dinâmicos heterogêneos

Rearranjando a equação acima, temos:

∆𝑦𝑖𝑡 = 𝛼𝑖 − 1 − 𝜆𝑖 𝑦𝑖,𝑡−1 − 𝜃𝑖𝑥𝑖𝑡 + 𝑢𝑖𝑡

ou

∆𝑦𝑖𝑡 = 𝛼𝑖 − 𝜙𝑖 𝑦𝑖,𝑡−1 − 𝜃𝑖𝑥𝑖𝑡 + 𝑢𝑖𝑡 (2)

onde 𝜃𝑖 = Τ𝛽𝑖 1 − 𝜆𝑖 e 𝜙𝑖 = 1 − 𝜆𝑖.
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Viés do estimador de MQO em painéis dinâmicos heterogêneos

Assuma que os coeficientes 𝜃𝑖 e 𝜙𝑖 sejam variáveis aleatórias:

𝜙𝑖 = 𝜙 + 𝜂𝑖1 (3)
𝜃𝑖 = 𝜃 + 𝜂𝑖2 (4)

Assim
𝛽𝑖 = 𝜃𝑖𝜙𝑖 = 𝜃𝜙 + 𝜂𝑖3 (5)

onde 𝜂𝑖3 = 𝜙𝜂𝑖2 + 𝜃𝜂𝑖1 + 𝜂𝑖1𝜂𝑖2.

Painéis Heterogêneos Dinâmicos Não-Estacionários 6Prof. Rafael Ribeiro (Cedeplar/UFMG)



Viés do estimador de MQO em painéis dinâmicos heterogêneos

Substituindo (3) e (5) em (1) e assumindo que 𝜆 = 1 − 𝜙 e 𝛽 = 𝜃𝜙,
temos:

𝑦𝑖𝑡 = 𝛼𝑖 + 𝜆𝑦𝑖,𝑡−1 + 𝛽𝑥𝑖𝑡 + 𝑣𝑖𝑡 (6)
𝑣𝑖𝑡 = 𝑢𝑖𝑡 − 𝜂𝑖1𝑦𝑖,𝑡−1 + 𝜂𝑖3𝑥𝑖𝑡 (7)

As equações (6) e (7) deixam claro que 𝑦𝑖,𝑡−1 e 𝑣𝑖𝑡 estão
correlacionados, tornando os estimadores de FE e RE viesados.
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Viés do estimador de MQO em painéis dinâmicos heterogêneos

• Sabemos que os estimadores de FE e RE com T curto e N grande para
𝜆𝑖 e 𝛽𝑖 são inconsistentes mesmo se considerarmos o caso em que
esses parâmetros são homogêneos, ou seja, 𝜂𝑖1 = 𝜂𝑖3 = 0.

• Aqui pretende-se mostrar que se 𝜆𝑖 e 𝛽𝑖 são heterogêneos entre as
unidades de cortes transversais, então a inconsistência dos
parâmetros não desaparecerá mesmo quando 𝑁 → ∞ e 𝑇 → ∞.
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Viés do estimador de MQO em painéis dinâmicos heterogêneos

Considere o caso em que apenas os coeficientes de 𝑥𝑖𝑡 variam entre as
unidades de corte transversal:

𝜆𝑖 = 𝜆 (ou 𝜂𝑖1 = 0),

𝛽𝑖 = 𝛽 + 𝜂𝑖3
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Viés do estimador de MQO em painéis dinâmicos heterogêneos

Assuma o caso mais geral em que a dinâmica de 𝑥𝑖𝑡 é dada por:

𝑥𝑖𝑡 = 𝜇𝑖 1 − 𝜌 + 𝜌𝑥𝑖,𝑡−1 + 𝜈𝑖𝑡

𝐸 𝑥𝑖𝑡 = 𝜇𝑖
𝜈𝑖𝑡~𝐼𝐼𝐷 0, 𝜏2
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Viés do estimador de MQO em painéis dinâmicos heterogêneos

O viés do estimador de FE para 𝜆𝑖 e 𝛽𝑖 é dado por:

𝑃lim
𝑁,𝑌→∞

መ𝜆𝐹𝐸 − 𝜆 =
𝜌 1 − 𝜆𝜌 1 − 𝜆2 𝜔33

Ψ1

𝑃lim
𝑁,𝑌→∞

መ𝛽𝐹𝐸 − 𝛽 = −
𝛽𝜌2 1 − 𝜆2 𝜔33

Ψ1

onde Ψ1 = ൗ𝜎2

𝜏2 1 − 𝜌2 1 − 𝜆𝜌 2 + 1 − 𝜆2𝜌2 𝜔33 + 1 − 𝜌2 𝛽2

e 𝜔33 = 𝑉𝑎𝑟 𝜂𝑖3 = 𝑉𝑎𝑟(𝛽𝑖) mede o grau de heterogeneidade em 𝛽𝑖.
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Viés do estimador de MQO em painéis dinâmicos heterogêneos

O viés do estimador de FE para 𝜃𝑖, por sua vez, é dado por:

𝑃lim
𝑁,𝑌→∞

መ𝜃𝐹𝐸 − 𝜃 =
𝜃

1 − 𝜌Ψ2

onde Ψ2 = Τ1 + 𝜆 𝜔33 1 + 𝜌 ൗ𝜎2

𝜏2 1 − 𝜆𝜌 2 + 𝛽2 + 𝜔33
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Viés do estimador de MQO em painéis dinâmicos heterogêneos

Ou seja, para 𝜌 > 0, temos:

𝑃lim
𝑁,𝑌→∞

መ𝜆𝐹𝐸 > 𝜆

𝑃lim
𝑁,𝑌→∞

መ𝛽𝐹𝐸 > 𝛽

𝑃lim
𝑁,𝑌→∞

መ𝜃𝐹𝐸 > 𝜃
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Viés do estimador de MQO em painéis dinâmicos heterogêneos

Assumindo o caso em que 𝑦𝑖𝑡 e 𝑥𝑖𝑡 são variáveis 𝐼(1) e cointegradas
para toda unidade 𝑖 do painel, temos que 𝜌 → ∞. Assim:

𝑃lim
𝜌→1

መ𝜆𝐹𝐸 = 1

𝑃lim
𝜌→1

መ𝛽𝐹𝐸 = 0

Independentemente do “valor verdadeiro” de 𝜆.
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Estimador de grupo médio (MG) 
em painéis dinâmicos heterogêneos

Considere o modelo para um painel dinâmico:

𝑦𝑖𝑡 = 𝛼𝑖 + 𝜆𝑖𝑦𝑖,𝑡−1 + 𝒙𝑖𝑡
′ 𝜷𝑖 + 𝑢𝑖𝑡 (8)

onde 𝒙𝑖𝑡 é um vetor 𝑘 × 1 de variáveis estritamente exógenas e
𝑢𝑖𝑡~𝐼𝐼𝐷(0, 𝜎𝑖

2).
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Estimador de grupo médio (MG) 
em painéis dinâmicos heterogêneos

Seja 𝝍𝑖 = 𝜆𝑖 , 𝜷𝑖
′ ′ um vetor independentemente distribuído entre as

unidades 𝑖 de corte transversal:

𝐸 𝝍𝑖 = 𝝍 = 𝜆𝑖 , 𝜷𝑖
′ ′ (9)

𝐸 𝝍𝑖 −𝝍 𝝍𝑖 −𝝍 ′ = 𝚫 (10)
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Estimador de grupo médio (MG) 
em painéis dinâmicos heterogêneos

Reescrevendo 𝝍𝑖 como 𝝍𝑖 = 𝝍+ 𝜼𝑖, a média e a variância de 𝝍𝑖
podem ser representadas como se segue:

𝐸 𝜼𝑖 = 𝟎, 𝐸 𝜼𝑖𝜼𝑖
′ = ቊ

𝚫 𝑖𝑓 𝑖 = 𝑗
𝟎 𝑖𝑓 𝑖 ≠ 𝑗

(11)

Logo, a hipótese 𝐸 𝑦𝑖,𝑡−1, 𝜼𝑖 = 𝟎, onde 𝜼𝑖 = 𝜂𝑖1, 𝜼𝑖2
′ ′, não é válida

gerando viés no modelo.
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Estimador de grupo médio (MG) 
em painéis dinâmicos heterogêneos

Para contornar esse problema, Pesaran e Shin (1995) desenvolveram o
estimador mean group (MG) de 𝝍 que é calculado a partir da média de
෡𝝍𝑖 para as unidades de corte transversal 𝑖, como visto abaixo:

෡𝝍𝑀𝐺 =
1

𝑁
෍

𝑖=1

𝑁

෡𝝍𝑖 (12)

onde ෡𝝍𝑖 = 𝑾𝑖.
′𝑾𝑖.

−1𝑾𝑖.
′ 𝒚𝑖. , com 𝑾𝑖. = 𝒚𝑖.,−1, 𝑿𝑖. e 𝒚𝑖.,−1 =

𝑦𝑖0, 𝑦𝑖1, … , 𝑦𝑖,𝑇−1 ′.
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Estimador de grupo médio (MG) 
em painéis dinâmicos heterogêneos

A variância do estimador ෡𝝍𝑀𝐺 é descrita por:

𝑉𝑎𝑟 ෡𝝍𝑀𝐺 =
1

𝑁 𝑁 − 1
෍

𝑖=1

𝑁

෡𝝍𝑖 − ෡𝝍𝑀𝐺
෡𝝍𝑖 − ෡𝝍𝑀𝐺 ′ (13)
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Estimador de grupo médio (MG) 
em painéis dinâmicos heterogêneos

Pesaran, Smith e Im (1996) mostram que para T curto o estimador MG
se torna seriamente viesado:

𝐸 ෡𝝍𝑀𝐺 = 𝝍 +
1

𝑇
෍

𝑖=1

𝑁
𝑲𝑖𝑇

𝑁
+ 𝑂 𝑇− Τ3 2

onde 𝑲𝑖𝑇 e 𝑂 são funções dos parâmetros subjacentes e limitadas em
𝑇. Note que 𝑁 → ∞ não é suficiente para eliminar o viés de ෡𝝍𝑀𝐺 .
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Estimador de grupo médio (MG) 
em painéis dinâmicos heterogêneos

• Para T curto, o parâmetro ෡𝝍𝑖 é viesado. Hsiao, Pesaran e Tahmiscioglu
(1999) mostraram que o estimador de MG é assintoticamente normal
para N grande e T grande, desde que Τ𝑁 𝑇 → 0 quando 𝑁 → ∞ e
𝑇 → ∞.

• Isso significa que o estimador MG para painéis dinâmicos não é um
bom estimador quando N e T são pequenos.

Painéis Heterogêneos Dinâmicos Não-Estacionários 21Prof. Rafael Ribeiro (Cedeplar/UFMG)



Estimador de grupo médio empilhado (PMG) 
em painéis dinâmicos heterogêneos

Pesaran, Shin e Smith (1999) desenvolveram um modelo que pressupõe que
os coeficientes de longo prazo de 𝑿𝑖, definidos por 𝜽𝑖 = − Τ𝜷𝑖 𝜙𝑖 são iguais
para todas as unidades de cortes transversais:

𝜽𝑖 = 𝜽, 𝑖 = 1,2, … , 𝑁

Esse estimador, conhecido como Pooled Mean Group (PMG), fornece uma
alternativa intermediária entre a estimativa de regressões separadas, que
permite coeficientes e variâncias dos erros diferentes entre todos os grupos,
e os estimadores de FE padrão que assumem os coeficientes de inclinação
são os mesmos para toda unidade 𝑖 do painel.
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Estimador de grupo médio empilhado (PMG) 
em painéis dinâmicos heterogêneos

Sob tais hipóteses, o modelo de correção de erros pode ser
representado da seguinte forma:

Δ𝒚𝑖 = 𝜙𝑖𝝃𝑖 𝜽 +𝑾𝑖𝜿𝑖 + 𝜺𝑖 (14)

onde
𝑾𝑖 = ∆𝒚𝑖,−1, ∆𝒚𝑖,−1, … , ∆𝒚𝑖,−𝑝+1; ∆𝑿𝑖 , ∆𝑿𝑖,−1, … , ∆𝑿𝑖,−𝑞+1

𝝃𝑖 𝜽 = 𝒚𝑖,−1 − 𝑿𝑖𝜽

𝜿𝑖 = 𝜆𝑖1
∗ , 𝜆𝑖2

∗ , … , 𝜆𝑖,𝑝−1
∗ ; 𝜹𝑖0

∗′ , 𝜹𝑖1
∗′ , … , 𝜹𝑖,𝑞−1

∗′
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Estimador de grupo médio empilhado (PMG) 
em painéis dinâmicos heterogêneos

Três observações devem ser feitas a respeito da equação (14):
• As regressões para cada grupo são não-lineares em 𝜙𝑖 e 𝜽.

• Outra complicação surge devido ao pressuposto de que os coeficientes de
longo prazo de 𝑿𝑖 são iguais para todas as unidades de cortes transversais, i.e.
𝜽𝑖 = 𝜽.

• Finalmente, note que o as variâncias dos erros diferem entre os grupos.

Para contornar esses problemas, os autores estimam os parâmetros de
interesse pelo método de Máxima Verossimilhança (MV).
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Estimador de grupo médio empilhado (PMG) 
em painéis dinâmicos heterogêneos

Aplicando a função logaritmo natural na função de verossimilhança,
temos que:

ℓ𝑇 𝝋 = −
𝑇

2
෍

𝑖=1

𝑁

𝑙𝑛2𝜋𝜎𝑖
2 −

1

2
෍

𝑖=1

𝑁

𝜎𝑖
−2𝑄𝑖 (15)

onde
𝑄𝑖 = Δ𝒚𝑖 − 𝜙𝑖𝝃𝑖 𝜽

′𝑯𝑖 Δ𝒚𝑖 − 𝜙𝑖𝝃𝑖 𝜽

𝑯𝑖 = 𝑰𝑇 −𝑾𝑖 𝑾𝑖
′𝑾𝑖

−1𝑾𝑖
′

𝝋 = 𝜽′, 𝝓′, 𝝈′

𝝓 = 𝝓1, 𝝓2, … , 𝝓𝑁 and 𝝈 = 𝝈1
2, 𝝈2

2, … , 𝝈𝑁
2
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Estimador de grupo médio empilhado (PMG) 
em painéis dinâmicos heterogêneos

• As estimativas de MV dos coeficientes de longo prazo, 𝜽, e os
coeficientes de correção de erros unidade-específicos, 𝜑𝑖, podem ser
calculados maximizando a equação (15) em relação a 𝝋.

• Esses estimadores de MV são denominados estimadores de Pooled
Mean Group (PMG). O nome do estimador tem o objetivo de destacar
a restrição imposta pelo efeito de agrupamento a partir da hipótese
de homogeneidade das estimativas dos coeficientes de longo prazo.
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Estimador de grupo médio empilhado (PMG) 
em painéis dinâmicos heterogêneos

Os estimadores são:

෡𝜽 = − ෍

𝑖=1

𝑁
෠𝜙𝑖
2

ො𝜎𝑖
2 𝑿𝑖

′𝑯𝑖𝑿𝑖

−1

෍

𝑖=1

𝑁
෠𝜙𝑖
2

ො𝜎𝑖
2 𝑿𝑖

′𝑯𝑖𝑿𝑖 Δ𝒚𝑖 − ෠𝜙𝑖𝒚𝑖,−1 16

෠𝜙𝑖 = ෠𝝃𝑖
′𝑯𝑖

෠𝝃𝑖
−1෠𝝃𝑖

′𝑯𝑖Δ𝒚𝑖 (17)

ො𝜎𝑖
2 = 𝑇−1 Δ𝒚𝑖 − ෠𝜙𝑖෠𝝃𝑖

′ ′
𝑯𝑖 Δ𝒚𝑖 − ෠𝜙𝑖෠𝝃𝑖

′ (18)

onde ෠𝝃𝑖 = 𝒚𝑖,−1 − 𝑿𝑖
෡𝜽.
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Estimador de grupo médio empilhado (PMG) 
em painéis dinâmicos heterogêneos

• Note que ෡𝜽 em (16) depende dos valores de ෠𝜙𝑖 e ො𝜎𝑖
2 em (17) e (18),

respectivamente. Já a estimativa de ෠𝜙𝑖 em (17) depende do valor de
෡𝜽 em (16) e a estimativa de ො𝜎𝑖

2 em (18), por sua vez, depende dos
valores de ෡𝜽 em (16) e ෠𝜙𝑖 em (17).

• Como as equações (16), (17) e (18) formam um sistema de equações
não-lineares, a estimação dos parâmetros é feita por meio de
iterações sucessivas.
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Estimador de grupo médio empilhado (PMG) 
em painéis dinâmicos heterogêneos

• O modelo parte de uma estimativa inicial de ෡𝜽, digamos ෡𝜽 𝟎 .

• A partir daí, podemos computar as estimativas iniciais de ෠𝜙𝑖 e ො𝜎𝑖
2 em

(17) e (18) que, por sua vez, são substituídas em (16) permitindo
obter uma nova estimativa de ෡𝜽, digamos ෡𝜽 𝟏 .

• Este procedimento continua até que a convergência seja obtiva.
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Testando a hipótese de coeficientes homogêneos

• Vale lembrar que o estimador de PMG assume o pressuposto de que
os coeficientes de longo prazo de 𝑿𝑖 são iguais para todas as unidades
de cortes transversais, i.e. 𝜽𝑖 = 𝜽. Ou seja, quando a hipótese de
homogeneidade dos coeficientes de longo prazo é observada, o
estimador de PMG é consistente.

• Pesaran, Smith e Im (1996) propuseram a utilização do teste de
Hausman para verificar a hipótese de homogeneidade dos
coeficientes de longo prazo.
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Testando a hipótese de coeficientes homogêneos

A hipótese nula do teste é a de que as diferenças entre os coeficientes
unidade-específicos não são sistemáticas, para todas as unidades do painel.
Ou seja, 𝐻0: ෡𝜽𝑖 = ෡𝜽𝑃𝑀𝐺 , ∀ 𝑖.

A estatística de teste possui distribuição qui-quadrado e é dada por:

෡𝜽𝑀𝐺 − ෡𝜽𝑃𝑀𝐺 ′ 𝑉𝑎𝑟 ෡𝜽𝑀𝐺 − 𝑉𝑎𝑟 ෡𝜽𝑃𝑀𝐺
−1

෡𝜽𝑀𝐺 − ෡𝜽𝑃𝑀𝐺

Logo, não rejeitar a hipótese nula sugere que o estimador de PMG é mais
eficiente.
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Aplicação no Stata

• Vamos analisar o impacto de variações nas receitas e despesas sobre:
i. Estoque da dívida

ii. PIB

• Os modelos são estimados para os 27 estados do Brasil a partir de
dados anuais de 1996 a 2015. Fonte: IBGE.

• Os estados foram divididos em dois grupos: Região Centro-Sul
(regiao==0) e Região Norte-Nordeste (regiao==1) de modo que 𝑇 > 𝑁
para ambos os grupos.
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Aplicação no Stata

• Primeiro, vamos analisar o impacto tanto de curto quanto de longo
prazo de variações das receitas e despesas correntes sobre o estoque
da dívida dos estados para ambas as regiões.

• Vamos estimar tal relação a partir dos modelos MG e PMG.
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Aplicação no Stata - MG
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Aplicação no Stata - MG
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Aplicação no Stata - PMG
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Aplicação no Stata - PMG
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Aplicação no Stata

• Agora, vamos estimar os multiplicadores de curto e de longo prazo
tanto dos gastos quanto das receitas para ambas as regiões.

• Os parâmetros serão novamente estimados a partir dos modelos MG
e PMG.
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Aplicação no Stata - MG
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Aplicação no Stata - MG
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Aplicação no Stata - PMG
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Aplicação no Stata - PMG
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